Chapitre 26 : Espaces euclidiens

Dans tout le chapitre, le corps des scalaires est IR

1 Généralités
1.1 Produit scalaire

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel (réel).
Un produit scalaire sur E est une application

E2 5 R
(1)

(u,0) = (u | v)
* linéaire
* symétrique (cad Vu,v € E, (u | v) = (v | u))

* et définie positive (cad Vu € E, (u | u) > 0etVu € E, (u | u) =0 = u = Of)
Un espace préhilbertien (réel) est la donnée d’une ev E et d"un produit scalaire sur E

Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie.

1.2 Norme euclidienne

Définition 1.2. Soit E un espace préhilbertien.

* La norme (euclidienne) de u € E est ||u| = /(u | v)

* Le distancede uav € Eestd(u,v) = |[v — ul|

Théoréme 1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace préhilbertien et u,v € E
Ona
(u]v) <[(ulo)f < full- o

"Le produit scalaire est inférieur au produit des normes"

Théoréme 1.4. La norme ||-|| est une norme, cad qu’on a :
Positivité : Vu € E, |Ju] > 0
Séparation: Vu € E, ||ul| =0 = u =0g

Homogénéité : Vu € E, VA € R, ||Aul| = |A] - ||u]]
Inégalité triangulaire : Vi, v € E, ||u+v|| < [Ju| + ||7||

Remarques :

* On a une identité de polarisation :

1+ ]2 =l o]
(u]v) = 5

la norme permet de retrouver le produit scalaire.

* On a une autre identité remarquable, dite identité du parallélogramme :

pour tous u,v € E
lu + ol + Ju = o[> = 2[|u* + 2|0



2 Orthogonalité
2.1 Définition
Dans toute cette section, E est un espace préhilbertien.

Définition 2.1.
* Deux vecteurs 1, v € E sont dits orthogonaux (etonnoteu L v)si(u|v) =0
* Un vecteur u € E est orthogonal & une partie X de E (etonnoteu | X )siVoe X, u L v
* Deux parties X et Y de E sont orthogonales (etonnote X | Y )siVu € X,Vo €Y, u L v

Théoréme 2.2 (Pythagore). Soitu,v € E
Alors u L vssi||u+ o> = ||ul|® + 0|

Définition 2.3. Soit X une partie de E
On définit I'orthogonal de X

Xt={ucE|lulX}={ucE|VYoeX, (u]v)=0}

Proposition 2.4. Soit X une partie de E
Ona:

* X1 estunesevdeE

* X1 = Vect(X)*+

Théoréeme 2.5 (de représentation de Riesz). Soit E un espace euclidien et ¢ € E*

o E—R
Alors il existe u € E tel que ¢ :

v (u|v)

2.2 Familles et bases orthonormées

Définition 2.6. Soit E un espace préhilbertien.
* Une famille (x;);c; de vecteurs de E est dite orthogonale si Vi # j € I, (x; | x]-> =0
« La famille (x;);¢; est dite orthonormée (ou orthonormale) si les vecteurs sont en outre de norme 1, cad
Vi,j el <Xi | x]> = 51']'

Proposition 2.7. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (en particulier, toute famille orthonormée)

est libre.

Définition 2.8. Une base orthogonale (resp. orthonormée) (BON) d'un espace préhilbertien E est une base de

E qui est également une famille orthogonale (resp. orthonormée).
Théoréme 2.9. Tout espace euclidien E posséde une base orthonormée.

Remarque : On utilise I’algorithme d’orthonormalisation :

Pour k € [1,n] on remplace vy par
k=1
o= E (e le)e
]:

k—1
|0k —];1 vk Lej)eill

Corollaire 2.10 (Théoreme de la base orthonormée incomplete).
Soit E un espace euclidien et (e, ..., ;) une famille orthonormée.
Alors il existe (e,41, ..., ex) telle que (e, ..., e, ) soit une base orthonormée de E



Proposition 2.11. Soit E un espace euclidien et (eq,...,en) une BON de E
Alors, pour tous x,y € Eona:

s x= Y (x|ede
(xly)= X (x|e) (v | e)
w2 = 1 (x| e)?

i=1
Autrement dit, dans une BON, tous les calculs se font comme dans R” muni du produit scalaire canonique.
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Plus conceptuellement, tout espace euclidien de dimension 7 est isomorphe (en tant qu’espace euclidien) a R"

3 Projection orthogonale

Dans toute la section, E est un espace préhilbertien et F un sev de dimension finie de E

3.1 Définition

Proposition 3.1. Avec ces notations (F de dimension finie!) on a :
* E=F@F+
« (FH) =F

Définition 3.2. On note pr et on appelle projection orthogonale sur F le projecteur sur F parallelement a F-

Proposition 3.3. Si F posséde une base orthonormée (ey, ..., e;), ona
T
Vx € E, pr(x) = Z (x]e)e;
i=1

Proposition 3.4. Soit x € E
* Le projeté pr(x) est 'unique vecteur de F tel que Vy € F, (pr(x) | y) = (x| y)
* Si F possede une base (pas nécessairement ON) (vy, ... v;), cette condition équivaut a

Vi [Ln], (pr(x) | ej) = (x| ¢;)

Proposition 3.5 (Inégalité de Bessel). Ona Vx € E, ||pp(x)| < ||x]|

3.2 Distance a un sev de dimension finie

Proposition 3.6. Soit E un espace préhilbertien et F un sev de dimension finie de E. Soit x € E
OnaVy € F, ||x —y| > |Jx — pe(x)]| avec égalité ssiy = pp(x)

Définition 3.7. Avec les mémes notations, ||x — pr(x)|| est la distance de x & F, notée d(x, F)

3.3 Cas d’un hyperplan

Dans cette section, E est un espace euclidien et F est in hyperplan de E. On fixe un vecteur normal n de F
(cad F = Vect(n)1)

Proposition 3.8. On a:




